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 .مقدمه 1

 

به بیان تعاریف و مفاهیم    پردازیم. ابتدا ماهایی با شرایط متناهی بودن اضافی میگروه  دراین مقاله، به بررسی و مطالعه

کنیم.  اشاره می 2و گروه چرنیکوف 1متناهی، زیرگروه سیلو ها، اعم از گروه متناوب، گروه ماندهگروه نظریه شدهشناخته 

 [(4و3)مراجعه به ]

 در این مقاله بیان خواهیم کرد:ها را در موضوعات مختلف، گزارهجا ما برخی از تعاریف و مفاهیم و نمادها و در این

 نشان خواهیم داد.   𝛑(𝐆)را با   Gهای اول ترتیبی، از اعضای گروه متناوب علیهمقسوم همه مجموعه(  1-1تعریف 

       و B⸧Kطوری که به   Gاز  ، Bو    Kنامیم؛ هرگاه به ازای هر زیرگروه می 3گروه -∗𝐅را   Gگروه  (2- 1تعریف 

|𝐊| < ∋ 𝐛 و 𝐚و به ازای هر   ∞  𝐇   از مرتبه یکسان، یک عضو𝐜 ∈ 𝐇 که گروه  وجود داشته باشد؛ به قسمی

𝐠𝐩〈𝐚. 𝐛𝐜 =  𝐜−𝟏𝐚𝐜〉   .متناهی باشد 

𝐩نامیم؛ هرگاه به ازای هر می 4گروه -∗𝐊𝐅گروه را -∗𝐅گروه متناوب   (3-1تعریف  ∈ 𝛑(𝐆)  حداقل یک ،p -

𝐩یرگروه سیلو وجود داشته باشد که متناهی باشد. اگر فرض کنیم برای یک عدد اول  ز ∈ 𝛑(𝐆)  درست باشد؛ در

 نامیم. گروه می-∗𝐊𝐅صورت گروه را این

فردی ه گروه منحصرب-p کهبه قسمینامیم؛ می 5حلقویشبه-pرا  G یک عدد اول باشد، گروه  pهرگاه  (4-1تعریف 

 .اُم است pهای متمایز ریشه  pعضو دارای   که در آن هر ، باشد

طوری که وجود داشته باشد، به N 7نامیم؛ هرگاه یک زیرگروه نرمال می 6را گروه چرنیکوف  G گروه   (5- 1تعریف 

𝐆
𝐍⁄   متناهی باشد وN های ضرب متناهی از گروهحاصلp-حلقوی باشد. شبه 

  اگر مرتبه  ؛ اگر و فقطمتناهی است متناوب، از مرتبه  موضعیپذیر  ( گروه حل8)قضیه گورچاکوف(6- 1گزاره  

 [(2)مراجعه به] های آبلی از آن متناهی باشند.زیرگروه

 
1 Sylow Subgroup 
2 Chernikov Group 
3 F∗˗Group 
4 kF∗ − Group 
5 P-Quasi Cyclic Group 
6 Chernikov Group 
7 Normal Subgroup 
8 Gorchakovʼs Theorem 
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 پذیر است. پذیر دودویی متناهی، حل( یک گروه حل1)قضیه تامپسون (7- 1گزاره

 ([10ه به]مراجعیک گروه بی اولیه متناهی دارای یک زیرگروه آبلی نامتناهی است.)  (8- 1گزاره  

فقط اگر یک گروه چرنیکوف  و متناهی است، اگر گروه متناهی موضعی دارای مرتبه-pیک  (2)قضیه مایاکوا (9- 1گزاره

 [( 5باشد. )مراجعه به ]

پذیر  بأ گروه حلهای آبلی از مرتبه متناهی، تقرییک گروه متناهی موضعی با زیرگروه( 3)قضیه شانکوف (10- 1گزاره  

 [(9باشد. )مراجعه به ]متناهی می مرتبهموضعی از 

باشند؛   Hزیرگروه سیلو از -pیک  Sو  Gزیرگروه نرمال  Hگروه و یک  Gفرض کنید   (4)لم فراتینی(11-1گزاره

𝐆آنگاه   ؛ با خودش مزدوج باشند  Hهای سیلو از زیرگروه-pکه   طوریبه = 𝐍𝐆(𝐒)𝐇 . 

 است. ت؛ دارای یک زیرگروه متناهی موضعیاس 5متناهی گروه مانده-pگروه نامتناهی که یک -∗𝐅یک   (12-1گزاره

مانده متناهی باشد، در این صورت  -G ،pباشد. اگر   Gگروه -∗𝐊𝐅یک زیرگروه نرمال از    Hگیریم  (13-1گزاره

𝐆عامل گروه  
𝐇⁄  یکp -متناهی  مانده𝐊𝐅𝐩

 باشد. گروه می-∗

باشند؛ شرایط زیر   G، از گروه pیک عضو از مرتبه عدد اول   aگروه متناوب و -∗𝐊𝐅یک   Gگیریم  (14- 1گزاره  

 برقرار است: 

(1  )𝛑(𝐆)
𝛑(𝐂𝐆(𝐚))⁄   .متناهی است 

𝐪( تقریبأ به ازای هر  2) ∈ 𝛑(𝐂𝐆(𝐚)) ،q- زیرگروه سیلو از𝐂𝐆(𝐚) ؛ که وجود دارندq- زیرگروه سیلو درG .است 

 متناهی است.  ،Gدر گروه  aمتناهی باشد، آنگاه بستار هر عضو مانند مانده Gاگر گروه 

های  نامتناهی از زیرگروه یک مجموعه  Mمتناهی متناوب باشد، و  گروه مانده-∗G،  𝐊𝐅گیریم  (15- 1گزاره  

، Tهای سیلو از زیرگروهصورت یک دنباله نامتناهی از رگروهی در آن انتخاب شود. در اینزی  𝐏1و    ،غیریکریخت باشد

 باشد و خواهیم داشت:می 6های هال صورت اجتماع متناهی از زیرگروهبه

 
1 Thompsonʼs Theorem 
2 Myagkovaʼs Theorem 
3 Shunkovʼs Theorem 
4 Frattiniʼs Lemma 
5 Residually Finite 
6 Hall Subgroups 
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 𝐁𝟏 < 𝐁𝟐 < ⋯ < 𝐁𝐧 < ⋯ < 𝐓   و 

𝐁𝟏 =̃ 𝐏𝟏   و 

 𝛑(𝐓) ⊆ 𝛑(𝐌) . 

های سیلو چرنیکوف زیرگروهpهر گروه دودویی تناوبی قابل حل با دلخواه باشد،  pفرض کنید عدد اول  ( 16- 1گزاره  

𝐆و عامل گروهاست  Rدارای یک قسمت کامل  pبرای همه اعداد اول 
𝐑⁄متناهی با  پذیر دودویی مانده، یک گروه حل

p-[(8)مراجعه به ] های سیلوی متناهی خواهد بود.زیرگروه 

 

 های مانده متناهی متناوب.گروه 2

های آبلی از مرتبه متناهی، یک گروه  گروه متناوب با زیرگروه-∗𝐅دلخواه باشد، یک   pفرض کنید عدد اول (1- 2قضیه

 متناهی باشد. ه سیلو است؛ اگر و فقط اگر ماندهزیرگرو-pمتناهی موضعی با 

های آبلی آن  زیرگروه اهی باشد. و مرتبهزیرگروه سیلوی متن-pیک گروه متناهی موضعی با   Gاثبات: فرض کنید 

متناهی است. از  ( مانده16-1)گزارهطبق پذیر موضعی است و تقریبأ حل G(، گروه 9-1متناهی باشد. طبق گزاره )

های آبلی از مرتبه متناهی باشد. ابتدا باید ثابت کنیم  متناهی متناوب با زیرگروهمانده  گروه  Gدیگر، فرض کنید طرف

G  ،𝐊𝐅∗-نباشد، و  است. فرض کنیم برقرار  گروهG  دارای یکp-  زیرگروه نامتناهی باشد و(𝐩 ∈ 𝛑(𝐆)). چنین  هم

p(، 11-1متناهی است و با توجه به فرض قضیه و گزاره)، ماندهG  دارای یک زیرگروه متناهی موضعیK  از مرتبه

متناهی بودن  ه. لذا به تناقض با ماندیک گروه چرنیکوف است K( زیرگروه 13-1(. طبق گزاره)8-1متناهی است)گزاره 

K رسیم. می 

𝐆دهیم؛ اگر ، نشان می𝐑(𝐆)را با   Gحال فرض کنید رادیکال متناهی موضعی  = 𝐑(𝐆)صورت قضیه اثبات ، در این

 شود. می

𝐑(𝐆)فرض کنید   ≠ 𝐆های گروه  ؛ عامل𝟏
𝐑(𝐆)⁄ متناهی با ، یک گروه ماندهp -  گروه سیلو باشد، و با توجه به

شود. بنابراین های آبلی اثبات میزیرگروه آسانی متناهی بودن مرتبه (، به10-1علاوه برآن گزاره)(؛ و  13-1گزاره)

𝐆
𝐑(𝐆)⁄کند و دارای یک رادیکال متناهی موضعی بدیهی است.، تمام شرایط قضیه را تأمین می 
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𝐑(𝐆)توان فرض کرد،  بدون از دست دادن کلیت مسئله می = 𝟏  . 

 های سیلو متناهی است.مجموع مرتبه زیرگروه  ، در  Gدر گروه (  2- 2لم  

𝐢اثبات: فرض کنید حکم برقرار نباشد؛ آنگاه به ازای  = (𝟏. 𝟐. 𝟑. ⋯ . 𝐧. ⋯ )   ،G  صورت یک دنباله نامتناهی از  به

𝐩𝐢-های سیلو،  زیرگروه𝐏𝟏. 𝐏𝟐. ⋯ . 𝐏𝐧.  کند. دیگر رشد می، مرتبه آنها با همiاست، که به ازای هر  .⋯

         های هالکه اجتماع متناهی از زیرگروه Tیک زیرگروه متناهی موضعی، نامتناهی از   G( در 15-1طبق گزاره ) 

𝐁𝟏 < 𝐁𝟐 < ⋯ < 𝐁𝐧 < ⋯ < 𝐓  که طوری ، به𝛑(𝐓) ⊆ 𝛑(𝐌)   و𝐌 = {𝐏𝟏. 𝐏𝟐. ⋯ و   T. با ساخت   {

 برقرار است.شود. لذا به تناقض رسیدیم پس حکم نامتناهی می T، مرتبه  M انتخاب مجموعه 

𝐩(  به ازای هر عدد اول 2-2طبق لم ) ∈ 𝛑(𝐆)   عدد طبیعی ،k  طوری که به ازای هر وجود دارد؛ بهp-  زیرگروه

P   ،|𝐏سیلوی  𝚽(𝐏)⁄ | ≤ 𝐤 . 

  Nمتناهی باشد، که دارای یک زیرگروه نرمال ، یک گروه مانده Gباشد. همچنین  𝛑(𝐆)یک عدد دلخواه از  p گیریم 

 عنصرها است. - pاز اندیس متناهی که فاقد 

 دهیم؛ حال قرار می

𝐇𝐩 = 𝐆
𝐍⁄   و𝐧𝐩 = |𝐇𝐩|  و به ازای(𝐪. 𝐧𝐩) = 𝟏  ،Q و یک  q- زیرگروه سیلو از N .است 

𝐆گر  ( گروه نمایش11-1با توجه به گزاره ) = 𝐍𝐆(𝐐)𝐍   ختی، خواهیم داشت؛است. با استفاده از قضیه یکری 

𝐇𝐩 = 𝐆
𝐍⁄ = 𝐍𝐆(𝐐)𝐍/𝐍 ≅ 𝐍𝐆(𝐐)/𝐍 ∩ 𝐍𝐆(𝐐)  

𝐓که  = 𝐍 ∩ 𝐍𝐆(𝐐)   یک ،p -از گروه   1گروه است. بنابراین زیرگروه فراتینیQ   را با𝚽(𝐐) دهیم و  نشان می

𝚽(𝐐)داریم:   ◁ 𝐐 . 

𝐐واضح است که 
𝚽(𝐐)⁄ = 𝐐̅  یکq-  زیرگروه آبلی نرمال مقدماتی از عامل گروه𝐍𝐆(𝐐)

𝚽(𝐐)⁄ = 𝐁    و

𝐂𝐁(𝐐)  زیرگروه نرمالB  .است 

𝐂های  باشد. زیرگروه 𝐍𝐆(𝐐)در  𝐂𝐁(𝐐̅)تصویر معکوس   C فرض کنید  ◁ 𝐍𝐆(𝐐)   و
𝑵𝑮(𝑸)

𝑪
= 𝑽𝒑  یک گروه

 باشد.  𝑽𝒑،غیرقابل تقسیم برمرتبه  qهستند که  qخطی از میدان با مشخصه 

 
1 Frattini Group 
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است   kیک تابع وابسته به  𝒇(𝒌)و   Lدارای یک زیرگروه نرمال آبلی  𝑽𝒑، گروه  1فیت-براور-با توجه به قضیه جوردن

:𝑽𝒑|طوری که  به 𝐋| ≤ 𝐟(𝐤)  . 

 ها داریم: با استفاده از قضیه یکریختی

 

𝑨𝒒 =
𝑪𝑵

𝑵
=

𝑪𝑵

𝑻
◁ 𝑵𝑮(𝑸)/𝑻 

 

𝑯𝒑
̅̅ ̅̅ =  

𝑯𝒑
𝑨𝒒

⁄ ≅
𝑵𝑮(𝑸)

𝑪𝑻⁄ =
𝑵𝑮(𝑸)𝑪

𝑪𝑻⁄ ≅

𝑵𝑮(𝑸)𝑪
𝑪

⁄

𝑪𝑻
𝑪⁄

=
𝑽𝒑

𝑭
⁄  

𝑭که  = 𝑪𝑻
𝑻⁄  . 

، عامل گروه  𝑽𝒑با توجه به ساختار زیرگروه  
𝑽𝒑

𝑭
⁄ ≅ 𝑯𝒑

̅̅ دارای یک زیرگروه نرمال آبلی از مشخصه کراندار به مقدار   ̅̅

𝒇(𝒌). 

 برای اثبات قضیه ضروری است، دو حالت زیر را در نظر بگیریم: 

(1  )  ⋂ 𝑨𝒒 = 𝑫 ≠ 𝟏𝒒∈𝝅(𝑵)\𝝅(𝑯𝒑)  

(2  )  𝑫 = 𝟏 

  Cاز مرتبه اول باشد. با توجه به تعریف زیرگروه  D یک عضو ناصفر از گروه  dکنیم. گیریم ا فرض میابتدا حالت اول ر

.|𝒅|)( و  9-1و گزاره) 𝒒) = 𝝅(𝑵)چنین باشد. هممی  Qمتمرکز کننده زیرگروه  d،عضو  𝟏
𝝅(𝑯)⁄  متناهی وq  

غیربدیهی است  Gکند و رادیکال متناهی موضعی گروه ( را برآورده می14-1امات گزاره )تمام الز dدلخواه باشد؛ عضو 

 که تناقض با فرض است. 

𝑫بنابراین فرض کنیم حالت دوم برقرار باشد:   = 𝟏   . 

های از نوع  هضرب مستقیم زیرگرو، با حاصل 𝑯𝒑( گروه  54[، ص3با توجه به تبصره قضیه )مراجعه به ]
𝑯𝒑

𝑨𝒒
⁄ 

یکریخت است. هر گروهی با این شکل که در بالا نشان داده شد؛ دارای یک زیرگروه نرمال آبلی از مشخصه متناهی که  

 
1 Jordan-Brauer-Feit 
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طوری که تناوب گروه به  است به ،𝑽𝒑دارای یک زیرگروه نرمال آبلی   𝑯𝒑کند. بنابراین، گروه  تجاوز نمی، 𝒇(𝒌)از 

𝒑است و به انتخاب   ، کراندار𝒇(𝒌)مقدار  ∈ 𝝅(𝑮) وابسته نیست. از طرفی با استفاده از تبصره قضیه، گروه ،G   را

 ؛ 𝑯𝒑ای  هضرب مستقیم زیرگروهصورت حاصلبه

 𝑮 ≅ 𝑮𝟏 < 𝑯 = ∏ 𝑯𝒑𝒑∈𝝅(𝑮) 

های  های گروههای متناوب از عامل، تعداد مقسوم علیه mتوان نوشت. گیریم می
𝑯𝒑

𝒀𝒑
⁄. 

 کنیم: د دارد. زیرگروه زیر را تعریف میبالا نشان داده شده است چنین عددی وجوطور که در همان

𝑯𝒎 = 𝒈𝒑〈𝒉𝒎|𝒉 ∈ 𝑯〉 

𝒑 پس به ازای هر ∈ 𝝅(𝑮)  گروه آبلی ،𝒀𝒑   و زیرگروه آبلی𝑯𝒎   عامل گروه ،𝑯
𝑯𝒎⁄  گروهی با تناوب m .است 

𝑮با توجه به فرض   ≅ 𝑮𝟏 < 𝑯   فرض کنید .A   زیرگروه نرمال آبلی از G طوری که تناوب عامل گروه برابر باشد به

m (13-1باشد. طبق گزاره )𝑮
𝑨⁄   یک𝐊𝐅∗-متناهی است. و نیز تناوب آن متناهی است و مشخصه مانده گروه

|𝑮: 𝑨|  متناهی است. پرواضح است؛ گروهG   متناهی موضعی است حال آنکه این یک تناقض با فرض𝑹(𝑮) = 𝟏 

 ( اثبات شد. 1-2است و لذا قضیه )

ذیر دودویی باشد و مرتبه  پ به متناهی است؛ اگر و فقط اگر حلپذیر موضعی از مرتحل Gگروه متناوب (  3- 2قضیه  

 های آبلی آن متناهی باشد.زیرگروه

 اثبات: وجوب شرایط قضیه بدیهی است.

آسانی  ( به8-1. طبق گزاره)های آبلی از مرتبه متناهی باشد پذیر دودویی متناوب با زیرگروهگروه حل  Gض کنید فر

𝒑توان نشان داد به ازای هر  می ∈ 𝝅(𝑮) ،p -های سیلو از زیرگروهG( 16-1، چرنیکوف هستند. طبق گزاره)  ،G 

𝒑است و به ازای هر  R(G)ر دارای بخش پُ ∈ 𝝅(𝑮
𝑹(𝑮)⁄ 𝑮عامل گروه   ، (

𝑹(𝑮)⁄    برابر است با؛ یک گروه

𝑮های سیلو متناهی. علاوه براین گروه  روهزیرگ-pپذیر دودویی متناوب با حل
𝑹(𝑮)⁄  آسانی  متناهی است و به، مانده

𝑮اند. بنابراین های آبلی از آن متناهیهای زیرگروهتوان نشان داد که مرتبه( می10-1از گزاره)
𝑹(𝑮)⁄   رایط همه ش

و از قضیه  Gمتناهی موضعی بودن  1کند و یک گروه متناهی موضعی است. از قضیه اشمیت قضیه را تضمین می

 
1 Schmidtʼs Theorem 
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متناهی   G(، مرتبه گروه 6-1شود. و طبق قضیه گورچاکوف)گزاره پذیر موضعی آن نتیجه می( حل 7-1)گزارهتامپسون

 است و قضیه اثبات شد. 

 تبه نامتناهی است.اهی، دارای یک زیرگروه آبلی از مراز مرتبه نامتنپذیر دودویی متناوب گروه حلنتیجه:  

پذیر موضعی از مرتبه متناهی است؛  آبلی از مرتبه متناهی، تقریبأ حلهای گروه متناوب با زیرگروه-∗𝐅یک  (  4- 2قضیه

 متناهی باشد. ضو تولیدشده توسط آن، گروه ماندهفقط اگر به ازای هر دو ع  و اگر

دو عضو تولیدشده توسط   های آبلی از مرتبه متناهی باشد، که هرگروه متناوب با زیرگروه-∗G  ،𝐅اثبات: فرض کنید 

.𝒈𝒑〈𝒂باشند. زیرگروه   G اعضای دلخواه از  b و aمتناهی باشد. فرض کنید آن، مانده 𝒃〉  یک ،𝐊𝐅∗-  گروه

.𝒈𝒑〈𝒂متناهی است و نیز  ( مانده1-2است. طبق قضیه) متناهیهای آبلی با مرتبه متناهی متناوب با زیرگروهمانده 𝒃〉  

.𝒈𝒑〈𝒂|شده است و   متناهیأ تولید 𝒃〉| < یک گروه    Gدلخواه بوده است، بنابراین   b و  aانتخاب اعضای  .∞

های آبلی از مرتبه متناهی، متناهی موضعی است)مراجعه ک گروه متناهی دودویی با زیرگروهمتناهی دودویی است. ی

پذیر موضعی از مرتبه متناهی است و لذا قضیه اثبات  تقریبأ حل  G(، گروه 10-1[( و طبق قضیه شانکوف)گزاره7به]

 شد. 

 

 

 .نتیجه3

گروه و  -∗𝐅 تعاریف ابتداکردیم. ها را بیان بودن گروهپذیر موضعی متناهی بودن و حلدر این مقاله شرایط ماندهما 

𝐊𝐅∗-های چرنیکوفهای سیلو و گروهها و مفاهیم زیرگروهحلقوی بودن گروه -گروه را تعریف کردیم و شرایط شبه،  

متناهی  ، ماندهپذیر موضعی بودنهای حلمختلف در زمینه هایامه قضایا و گزارهدر اد.  مورد تحلیل و بررسی قرار گرفت

 . ها بیان شد، گروهمتناوب بودنبودن و متناهی موضعی 

های سیلو  ها و زیرگروهمتناهی بودن گروهمانده بود که به بررسی شرایط (1- 2قضیه ) ترین قضیه این مقاله مهم

ها مورد  متناهی بودن گروهها در تناظر با ماندهموضعی گروه پذیرشرایط حل (4- 2قضیه ) و در انتها در  ؛پرداختمی

 قرار گرفت.  یانب
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