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 های خودریختی ی گروهاستنباط هندسی جهت مطالعه 

 

 پوراحمدعلی قربان

 1)ع( حسینامام مربی ریاضی دانشگاه 

 

 چکیده: 

ها  تدوین ایده  پردازیم. می  𝐶𝑛های  از دامنه  خودریختیهای  در این مقاله به بررسی مسائلی راجع به گروه       

 دهیم. چنین برخی از کاربردهای آن را ارائه میمتریک است. هم یبر اساس هندسه کامل 

 کلمات کلیدی: 

 5،متریک بِرگمن 4، متریک کوبایاشی 3محدب ، دامنه قویأ شبه2مرزیدارانباشتگی م گروه اتومورفیسم، نقاط  

 

 . مقدمه1

یک دامنه    𝐶𝑛 دهیم. اگر  کار را انجام می  𝐶𝑛  روی. ما  اند فرض شدهباز و همبند    هادر این مقاله، دامنه       

 باشد. از خودش می 6، یک یکریختی تحلیلی باشد، آنگاه هر خودریختی از 

توپولوژی روی    باشد. یک گروه میها  کیب نگاشتبا عملگر تر  Aut(  )شکل، بههای  خودریختیمجموعه         

توپولوژی فشردههای فشرده، همگرای یکنواخت است.  این گروه در مجموعه به عنوان  شناخته    ازب–)همچنین 

 ]9[ی کراندار، این گروه همیشه یک گروه حقیقی و غیرمختلط است.حقیقت برای دامنه در .شود(می

 کند: اذعان میاین را  (]17[ )مراجعه به 7ترین نسخه از قضیه بان وانگکلاسیک  ـ     

 
1 Email:ahmadali_ghorbanpoor1400@yahoo.com 
2 Boundary orbit accumulation points 
3 Strongly pseudoconvex domain 
4 Kobayashi metric 
5 Bergman metric 
6 Biholomorphic 
7 Bun wong 
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باشد. فرض کنید گروه    طور یکنواخت کرانداربهمحدب و  شبهقویأ  ی  یک دامنه  𝐶𝑛   گیریم   (1-1قضیه        

 می باشد.  𝐶𝑛در   1یک یکریختی تحلیلی به گوی واحد غیر فشرده باشد. در این صورت  خودریختی  

 [( نتیجه را به شرح زیر تعمیم داد: 14)مراجعه به ] 2پیر رُزی-بعدها ژان     

𝑃را یک دامنه کراندار در نظر بگیرید. فرض کنید  𝐶𝑛   (2- 1قضیه         ∈ 𝛿  دارای یک همسایگی کراندار

U فقط    ،بر این فرض کنید محدب است. علاوهشبهقویأ ، که  است𝑋 ∈   ،های خودریختیکه طوری بهوجود دارد

𝜑𝑗    از ازایبه  𝑗 → 𝜑𝑗(𝑥)به  ،    ∞ → 𝑃    .آنگاه  همگرا باشند    یک یکریختی تحلیلی به گوی واحدB    در𝐶𝑛  

 است.

نتایجی را در    Pدر    δهای هندسی موضعی  ویژگیکه بر  این است  تأمل است،قابلزی  آنچه در مورد فرمول رُ     

 .  دهدنتیجه می مورد هندسه کلی از 

 .شده استزی ارائه ی متریک از قضیه وانگ/رُ، یک نسخه( ]16[و   ]15[و   ]8[کار جدیدتر را در )     

هستند. یکی    های متریک کوبایاشی یکریختیها باشند، در مورد  خودریختیکه در مورد  این آثار به جای این     

به  یا    خودریختیای به  که هیچ اشاره  ،ای از این نتیجه کلاسیک استحاضر، ارائه و اثبات نسخهاز اهداف ما درکار

 محدب قوی ندارد. شبه 

 

 های متریک برِگمنگوی .2

 ، توجه خواهیم کرد. طور یکنواخت کرانداربهمحدب و شبهقویأ های در این بخش به دامنه     

𝐹𝐵 (0و  0)( و این متر را با ]11[ مراجعه بهکنیم ) رگمن مجهز میرا با متر بِ ما دامنه 
  دهیم. نمایش می 

 کند، اگر؛ صدق می 3"یکنواخت سازی متریک"در خواص  ی گوییم دامنهبا نماد بالا، ما می (1-2تعریف     

Pیک نقطه   ∈     و یک دنباله از اعداد حقیقی مثبتrj → روی گوی   rj  یهایکریختیو یک مجموعه از    ∞

.β(Pمتریک  rj) که طوری ؛ بهوجود دارند 

 
1 Unit ball 
2 Jean-pierre Rosay 
3 Metric Uniformization Property 
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هر  * متریک  φjتصویر  یک گوی   ،β(P′. rj)   اقلید  ،است فاصله  از  سکه  کمتر  δjی  > و  مرزاز    0 به دارد 

j ازای  → ∞       ،δj → ∞ . 

 اصلی را خواهیم داشت: یقضیهحال ما این      

 باشد. فرض کنید  طور یکنواخت کراندار  به  و   محدبشبهقویأ  ی  یک دامنه    Cnگیریم    (2- 2قضیه       

 است.  Cnدر   Bیکریختی تحلیلی به گوی واحد  دارای خواص یکنواخت سازی متریک باشد، آنگاه 

  ، غیرفشرده باشد  خودریختی  زی و دارای گروهمر  جا باید فهمید که در صورت اینکه  در این   (3-2تبصره       

Qکند که یک نقطه ( تضمین می[11مراجعه به])  1قدیمی از کارتَن  یآنگاه یک نتیجه ∈ ∂    یک دنباله وj 

Pکه به ازای هر نقطه  طوری ؛ بهوجود دارند  های تحلیلی از  خودریختی از   ∈      داشته باشیم؛j (P) →

Q  و البته .Q    ( به این نتیجه ]3[  ،)مراجعه به( و همچنین]11[مراجعه به  ) با  محدب است. پرواضح است  شبهقویأ

 تصویر می شود. Bتحلیلی از گوی واحد  هایمحدب به خوبی توسط یکریختیشبهقویأ رسیم که یک نقطه می

 این نکات را روشن خواهد کرد.  قبل اثبات قضیه      

  Rهنگامی که    .)زیرا متر هموار است(  ؛پر واضح است که مرز هر گوی متریک هموار است  (2-2اثبات قضیه        

.β(Pدر واقع  خیلی بزرگ است   R)    2ل قوانین تئوری فِفِرمنخواهد بود و این به دلی  کراندارمحدب  شبه قویأ  

R(.به ازای  ]2[  رگمن است  )مراجعه بهمتریک بِ  3های ئودزیک برای ژ → .β(P∂ ؛   ∞ R)   ،  با دامنهδ   هموار

.φj(δβ(Pنزدیک خواهد شد. بنابراین   rj) محدب قوی خواهد بود. چنین شبه هم 

های  از دامنه  یکریختیکه هر    ،شودنتیجه می  [( 10)مراجعه به ]  4از یک نتیجه قدیمی کوبایاشی و نومیزو      

 یکریختی تحلیلی هستند.  با در واقع یا یکریختی تحلیلی هستند یا مزدوج ،رگمن محدب در متریک بِشبهقویأ 

به صورت یکریختی تحلیلی    ، سازی متریک ممکن استدر تعریف خواص یکنواخت   φjهای  بنابراین نگاشت     

′β(Pهای  فرض کنیم که گوی  می توانیمدنباله، ما با رفتن به در نظر گرفته شوند.  
j. rj) ی به  س به معنای اقلید

( تنها با یک مورب پیچیده  [3مراجعه به ]خوبی واضح است که )شوند. اکنون به Qهمگرا به  ،ی مرزییک نقطه

تواند به صورت یکریختی تحلیلی به گوی  می  Qمحدب  شبهقویأ  نقطه مرزی    ، که یک همسایگی از5از شکل لِوی

قویأ  باشد، ترسیم کرد. یک گوی متریک نزدیک یک نقطه  تصویر دارای مرتبه چهارم می  که مرز  jبا نگاشت  

در جهات عادی )مختلط( و در جهات   C√δی  ( اندازه]11[شناخته شده است )مراجعه به  کراندارشبه محدب  

ونه است که ما یک  گمرز است. پس وضعیت این  ازی گوی  اندازه  δمماس )مختلط(، اندازه است. که در اینجا  

متریک    φjنگاشت   گوی  از  تحلیلی  .β(Pمحدب  شبهقویأ  یکریختی  rj)     متریک گوی    محدب شبه قویأ  به 

 
1 Cartan 
2 Fefferma's regularity theory 
3 Geodesics 
4 Nomizu 
5 Levi form 
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β(P′. rj)    کننده هندسی  یکریختی تحلیلی نرمالاست و یک نگاشتj  به شکل همسایگی ازβ̅(P′. rj)   به

j(φj، گوی jɅ  است. حال محاسبه ساده است که ببنیم تبدیل موبیوس Bگوی واحد  (β(P. rj)))) را به

 K  Bتوانیم هر مجموعه فشرده بزرگ  برد. در واقع ما میمی  Bیک زیرمجموعه از یک گوی بزرگ در داخل  

انتخاب   با  ثابت فرض کنیم و  بزرگ،    jرا  اندازه کافی  jj  به 
(φ(β(P. rj))))  ،K  از  را می اما  پوشاند. 

.β(Pآنجایی که   rj)    به پایان رسیده به  های فشرده  و مجموعهK    بهB  اند ما خواهیم دید که  به پایان رسیده

. که این همان نتیجه مطلوب است  Bبه    همگرا به یک یکریختی تحلیلی از    jojoφjهای  حد نگاشت

 است.

 

 توصیف هندسی نقاط انباشتگی مدار مرزی  .3

 گوید: ( این را می]4[به  مراجعه) 2و کرانتر 1یک قضیه قابل توجه از گرین     

Pیک دامنه هموار مرزی باشد و      Cnگیریم    (1-3قضیه          ∈ δ  انباشتگی مدار مرزی   ییک نقطه

φjباشد به این معنا که   ∈ Aut()    و یک نقطهX ∈   به طوری که به ازای  j → ∞   ،  φj(X) → P 

 . وی باشد محدب لِباید یک نقطه شبه   P. آنگاه باشدهمگرا 

دهیم،  خواهیم انجام  اثبات اصلی این قضیه فقط از طریق نظریه تابع کلاسیک است، کاری که ما در اینجا می     

 ارائه یک نمای هندسی از موضوع است.

دامنه      Cnگیریم    (2- 3گزاره         یکنواخت کراندار  به یک  Pو  طور  ∈ ∂   انباشتگی مدار نقطه  یک 

 است. از  3یک نقطه کامل برای متر کاراتئودوری  Pمرزی باشد. آنگاه 

رگمن  این مورد استفاده کنیم. به ویژه برای مترهای بِتوانیم از هر متری در بیان  در حقیقت ما می  (3-3تبصره       

 کند. و گوبایاشی معتبر است. برهان زیر این ادعا را تایید می

Xگیریم   ( 2.3اثبات گزاره ی        ∈    وφj ∈ Aut()  به طوری کهφj(X) → P.   حال فرضr > 0  ثابت

.β(φj(X)های متریک  باشد. فرض کنید گوی r)    را داریم. در صورت لزوم با رفتن به زیر دنباله بعدی ممکن

گذرد  می  {φj(x)}ها دوبه دو مجزا هستند. منحنی را در نظر بگیرید که از نقاط  است فرض کنیم که این گوی

ی است. از این نظر  ورنهایت در متر کاراتئودشود که این منحنی با طول بیشود. سپس نتیجه میختم می  Pبه  

 ی کامل برای متریک است.  یک نقطه Pاست که 

 
1 Greene 
2 Krantz 
3 Caratheodory metric 
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گیریم    (4-3گزاره         ∈ Cn    و  طور یکنواخت کراندار  به یک دامنهP ∈ ∂     یک نقطه کامل از متریک

 محدب لِوی است.یک نقطه شبه   Pی است. آنگاه وردکارتئو

دارای یک مقدار ویزه منفی است، به وسیله توسعه   Pآنگاه شکل لِوی در    .باشدنفرض کنید حکم برقرار    اثبات:      

  یکریخت تحلیلی که هر تابع  طوریوجود دارد؛ به  Pرسیم که یک همسایگی باز از  ها رتوگ به این نتیجه میپدیده

U  روی ∩     ،  بهU  ی از یک نقطه ورددهد که فاصله کاراتئوبه طور تحلیلی پیوسته است. ولی این نشان می

qداخلی  ∈   تا P   متناهی است. بنابراینP ؛ و لذا تناقض با فرض دارد. نقطه کامل نیست 

 آید. بدست می 1-3قضیه   و 4-3و  2- 3های با کنار هم قرار دادن گزاره

 

  های خودریختی.نیم پیوستگی از گروه4

( در زیر توضیح داده شده است. ما ابتدا نیاز داریم یک  ]5[انتز )ارجاع به  یک قضیه ذکر شده از گرین و کر     

 ایده را تعریف کنیم: 

ρبه راحتی توسط یک تابع تعریف شده  طور یکنواخت کراندار بهیک دامنه       ≡ ρ شود:در نظر گرفته می 

 = {Z ∈ Cn; ρ(Z) < 0} 

δ    ،∇ρروی  که   ≠ محدب  شبه  قویأ   هایای از دامنهتوان یک زیرپایه برای توپولوژی روی مجموعهمی  .0

< ε∀هموار مرزی به روی   0 

𝑢(0.𝜀)
= {  𝐶𝑛  قویأ شبه محدب  ; ||𝜌 − 𝜌. ||𝐶∞ < 휀} 

 نامیم. حال خواهیم داشت:شبه محدب هموار مرزی می قویأ  هایروی دامنه ∞Cما این توپولوژی را توپولوژی 

دامنه    0گیریم    (1- 4قضیه         کراندار  بهیک  یکنواخت  یک    قویأ طور  صورت  این  در  باشد.  محدب  شبه 

طور یکنواخت کراندار بهشبه محدب    قویأهای  ای از دامنهروی گردایه  ∞Cدر توپولوژی    0از    Oهمسایگی  

وجود دارد به طوری که اگر  ∈ O  آنگاه؛ 

 *Aut ()    یک زیرگروه ازAut(0) .است 

:α* یک نگاشت غیر تحلیلی    → 0  درC∞   وجود دارد به طوری که نگاشت 

Aut() ∋ φ → αoφoα−1 ∈ Aut(0) 
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 ارزی باشد.همریختی تکیک گروه  

  ، تولید در اینجا بسیار پیچیده است. ولی ما قصد داریم در مورد ماهیت اثباتنتیجه برای باز   البته اثبات این     

 آید نتیجهمی،  1از دیوید ایبین  (]2[  )مراجعه بهنکاتی را بیان کنیم. الهام گرفتن از قضیه فوق یک کار اساسی

 زیر بیان شود: تابین که برای این منظور در اینجا دوباره فرموله شده است، ممکن است به صور

تحت  Mاز  هایکریختیگروه  Gباشد و   gفشرده مجهز به متریک  2یک منیفلد ریمانی  M اگر(2- 4قضیه        

و  Gمتریک   ε  باشد  > اگر    0 که؛  طوری  به  باشد  داشته  متر  �̃�وجود  روی    یک        کهباشد    Mدیگر 

‖𝑔 − �̃�‖ < 휀 . یکریختیدر این صورت گروه �̃�  ازM در متریک�̃�  یکریختییک زیرگروه از گروه G  ازM  

به خودش وجود دارد به طوری که نگاشت   Mاز    ∞Cدر    3دیفئومورفیسم  است. همچنین یک    gدر متریک  

�̃� ∋ 𝜑 ↦ 𝛼ᴏ𝜑ᴏ𝛼−1 ∈ 𝐺   ارز باشد. تک همریختییک گروه 

را با ساختن یک   4پیوستگی تابع ضمنی است. به ویژه، او نیم  یده از قضیهاثبات قضیه ابین یک کاربرد پیچ     

 کند. برش ثابت می

-محدب به گروهشبهقویأ های ازدامنه خودریختیهای این بود که مسئله برای گروه استراتژی گرین و کرانتز     

 برای منیفلدهای ریمانی کاهش پیدا کند. که به صورت زیر پیش رفت:  یکریختهای 

 د، ساختند.  با متریک ثابت که ساختار نزدیک به مرزی دار یکریختی تحلیلیبه عنوان یک  ̅( آنها روی  1

 ( مجهز شده با متر مخصوص در نظر گرفتند. 1را از دامنه از ) M̂متریک دوگانه فرض شده   ا( آنه2

  یکریختی تحلیلی های  نگاشتبا  یا  یکریختی تحلیلی  های  فقط نگاشت  M̂  هاییکریخت( آنها تایید کردند که  3

 مزدوج هستند. 

 اعمال کردند. را   M̂ تکریختی( آنها قضیه ابین را برای گروه 4

که در بالا ذکر شد  یکریختی  های  پیوستگی برای گروهه و تحلیل کردند و از قضیه نیمرا تجزی  ]5[(آنها نتیجه  5

 استخراج کردند. 

می      نیمبنابراین  قضیه  که  گرینبینیم  گروه–پیوستگی  برای  قضیه    یکریختیهای  کرانتر  یک  طبیعتاً  است، 

 اینطور است. بنابراین این مقوله با روح مقاله حاضر بسیار همخوانی دارد. ریمانیهندسه 

 

 

  

 
1 David ebin 
2Riemanian manifold 
3 Diffeomorphism 
4 Semicontinuity 
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  های صلبباز بودن مجموعه دامنه .5

که  ( است؛  2-4این نتیجه فوری قضیه )  .عبارتست از همانی تنها   یکریختیاز یک گروه    1یک دامنه صلب      

. ما در بخش حاضر راه و صلب، باز هستندطور یکنواخت کراندار  بهمحدب ،  شبه قویأ  های  دامنهای از  مجموعه

 دهیم. دیگری برای مشاهده موضوع ارائه می

به خودش باشد    دلخواه از    یکریختی تحلیلینگاشت غیرهمانی    Φیک دامنه صلب باشد. اگر    0گیریم       

d0    ارند به طوری کهوجود د  0در    Q  و  Pو در این صورت نقاط  
(P. Q) ≠ d0

(Φ(P). Φ(Q))  .  که

d0در اینجا  
  0، نزدیک به  ∞Cکه در توپولوژی   باشد   ایدامنه  است. اگر     0رگمن در  فاصله متریک بِ  

توانیم (. به ویژه ما می ]6[نزدیک است. )مراجعه به    0رگمن روی  به متریک بِ  رگمن روی  ، آنگاه متریک بِباشد

 P و Qدر این صورت نقاط  ؛به خودش باشد دلخواه از  یکریخت تحلیلییک نگاشت  Φنتیجه بگیریم که اگر 

 وجود دارند به طوری که   0در 

𝑑 (𝑃. 𝑄) ≠ 𝑑(𝛷(𝑃). 𝛷(𝑄)) 

 صلب است.   گیریم است. لذا نتیجه می رگمن روی فاصله در متریک بِ  𝑑که در اینجا      

 

 های تحلیلیهای هم ارزی یکریختی بسته بودن کلاس .6

،  قویأ  دامنه    0گیریم          محدب  کرانداربهشبه  یکنواخت  و    طور  𝐵𝛺0باشد 
دامنهگردایه  از  قویأ  های  ای 

𝐵𝛺0است.    0روی    های تحلیلییکریخت ارز  است که هم  طور یکنواخت کرانداربه،  محدب  شبه 
را با توپولوژی  

𝐵𝛺0کنیم که کنیم. ادعا میها مجهز میروی دامنه ∞𝐶معمولی 
 بسته است.  

 𝐵0{𝑗}  گیریمبرای دیدن این،         
∗های همگرا به حد دنباله  دنباله  

باشند. ادعای ما این است که     

𝜑𝑗 . 𝑗 → 0    باشد. هر دامنه را با متریک کوبایاشی تجهیز کنید. در این صورت هر   یکریختی تحلیلییک

𝜑𝑗  را اعمال کنیم    3آزرلا  -توانیم قضیه آسکولیپس می.    1م لیپ شیتس حداکثر  با نُر  2یک نگاشت لیپ شیتس

های فشرده، برای تعیین اینکه یک دنباله فرسا از زیرمجموعهبندی معمول در یک دنباله طاقتبه همراه با مورب

𝜑𝑗𝑘  شود به های فشرده به یک نگاشت حدی همگرا میوجود دارد که به طور یکنواخت در مجموعه𝜑∗   اما این

:∗𝜑نیز واضح است.   ∗ → 0  یکریختی تحلیلیکند که این نگاشت در واقع یک  ها رو نیز تضمین میو قضیه  

∗است. در نتیجه  ∈ 𝐵0
. 

 
1 Rigid domain 
2 Lipschitz 
3 Ascoli-Arzela 
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 .نتیجه7

مدتی است که در نظریه توابع، یک حقیقت غیرقابل انکار است که موقعیت چندین متغیر مختلط از آنالیز         

در این مقاله نقطه تمرکز بررسی، دامنه های   توان با استفاده از زبان هندسه متریک روشن کرد.مختلط را می

بود که توانستیم در قضایا و گزاره های متوالی  شرایط یک   𝐶𝑛قویأ شبه محدب و به طور یکنواخت کراندار از  

مرزی ارائه و  را تبیین کنیم. توصیفی هندسی از نقاط انباشتگی مدار    𝐶𝑛یکریختی تحلیلی به گوی واحد در   

شرایط تناظر آن را با نقاط شبه محدب لِوی تعریف گردید. در ادامه با معرفی روی این دامنه ها و ارائه قضیه  

هدف از این مقاله این بوده است که از طریق چندین نتیجه در ( نقطه اوج این مقاله رقم خورد. در انتها  2-4)

 های خودریختی این ایده را نشان دهیم. ها از گروهنظریه دامنه
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