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 چکیده 

در  یک میدان است.  Kای وو به طور قوی غیردوره موضعا محدبمتناهی    -گراف سطری−k یک  فرض کنیم  

)پسک    - آل نیم اول در جبر کامیاندهیم اگر هر ایدهاین مقاله نشان می )KKP    صورت هر آل اول باشد، در اینیک ایده

 دهند. های این جبر  تحت زیرمجموعه بودن یک زنجیر تشکیل میآلهآل اول است و مجموعه ایدآل این جبر یک ایدهایده

 
 

 ای.آل نیم اول، به طور قوی غیردورهآل اول، ایدهپسک، ایده -جبر کامیان گراف، −kکلمات کلیدی:  

 

 

 مقدمه   .1

C −به گراف مربوط  بار در سال  های جهتجبرهای  اولین  در    1369)    1990دار،  عنوان     ]8و  9[خورشیدی(  به 

Cکریگر بررسی شدند. جبر مسیری لیویت که حالت جبری    - توسیعی از جبرهای کانتز −  2005جبر گرافی است، در سال  

پژوهشگران   ]. 2و4[خورشیدی( مورد مطالعه قرار گرفت    1384)   به دلیل ساختار جالبی که داشتند توسط  این جبرها 

خورشیدی(، کامیان و پسک در    1379)    2000های جالبی در این زمینه بدست آمد. در سال  بسیاری مطالعه شدند و مثال

]7[   ،k−ها و  گرافC −1کریگر برای مرتبه  -سازی جبر کانتزرا به منظور مدل  ها جبرهای متناظر با آنk    که در

پسک به عنوان   -جبر کامیان  2011توسط رابرتسون و استیگر معرفی شده بود، تعریف کردند. همچنین در سال    ]10و11[

گراف ) یا یک گراف از مرتبه −kیک   . ]5[های با بعد بالاتر معرفی شد ساختاری مشابه با جبر مسیری لیویت، برای گراف

1k )0(، یک رسته )کاتگوری( , , , )r s =     1یکتاست، که در حالت خاص  نمایش به همراه یک ویژگیk = ،  
 باشد. دار میهمان گراف جهت

بررسی شده است. در این مقاله، به بررسی رابطه این  های اول و نیم اول در جبر مسیری لیویتآل، رابطه ایده]3[در

) پسک  -دهیم اگر در جبر کامیانپردازیم و نشان میپسک می -ها در جبر کامیان آلایده )KKP ،k−  گراف   به

)  آل نیم اول درایدهای باشد و هر طور قوی غیردوره )KKP   آل این جبر صورت هر ایدهآل اول باشد، در اینیک ایده

)های جبرآلآل اول است و مجموعه ایدهیک ایده )KKP   دهند. تحت زیرمجموعه بودن یک زنجیر تشکیل می 
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های اول در  آلای از ایدهبه صورت اشتراک مجموعه  Iگوییم هرگاه  آل نیم اول میرا ایده Rدر حلقه  Iآل  ایده

R   .باشد 

1های آلگوییم هرگاه برای هر زوج از ایدهآل اول میرا ایده Rدر جبر Iآلایده 2,I I درR   1که 2I I I   نتیجه

1Iشودد  I  2یاI I . 
 

 

 تعاریف و قضایا .  ۲

های بعد مورد کنیم که در بخشیادآوری می ]5[ها را از گراف−kو مفاهیم مقدماتی  تعاریفدر این بخش، برخی از 

 گیرند. استفاده قرار می

گیریم. برای را عدد صحیح مثبت در نظر می kنشان داده و  ¥صفر را با این مقاله، مجموعه اعداد طبیعی شامل

, km n¥ نویسیم میm n  هرگاه برای هرi k 1  رابطه
i im n  .ای ، ماکسیمم مؤلفه همچنینبرقرار باشدm  

mرا با nو n  0,0)مشخص کرده و عضو, ,0) kL  دهیم.  نشان می0را با   ¥

)0  پذیر رسته شمارش ،گراف-kیک : 1تعریف  , , , )r s  به همراه یک تابعگر: kd → است که در خاصیت   ¥

 کند. این خاصیت عبارت است از :تجزیه یکتا صدق می

,و  برای هر  km n¥  با( )d m n = ,اعضای یکتای، +   که دارند وجود  =  ،( )d m و   =
( )d n =  . 

  متناهی -دار و سطری: گراف جهت۲مثال  
0 1( , , , )E E E r s= گراف است. رسته -1یکE   را به صورت  

0( , ( ), , )E P E r sدر آن کهگرفته  نظر در( )P E  مجموعه مسیرهای متناهیE است. ) توجه کنید هر رأسE   یک

)همچنین برای هر  مسیر با طول صفر خواهد بود.( )P E ،( )s  و( )r   گرفته   نظربه ترتیب ابتدا و انتهای مسیر در

)طبا شر و   شوند. همچنین ترکیب مسیرهای می ) ( )r s = به صورت
 

     = 1 2 1 2L L
 
تعریف   

 شود. می

:با تعریف تابعگر   ( )d P E → )به صورت   ¥ )d  =رسته مسیرهای ،( )P E  شودمیگراف  -1تبدیل به یک. 

0vرا موضعا محدب گوییم، هرگاه برای هر    گراف−k:  ۳  تعریف ،ie
v    وje

v     که در آنi j  

1و   ,i j k های، مجموعه( ) je
s     و( ) ies    .غیرتهی باشند 

)2های باشد. زیرا مجموعه گراف رسم شده در شکل، موضعا محدب نمی-2: 4مثال  )
es   1و( )

e
s    .تهی هستند 

 
و   موضعا محدب   گراف−kبرای  

kn¥ ،مجموعه n  صورت به را

{ : ( ) ( ) }ie

id e n s   +    = کنیم . تعریف میk−گراف  گوییم، هرگاه  متناهی می-سطریرا

و ¥knبرای هر
0v   ،nv  ای متناهی باشد. مجموعه 
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)متناهی موضعا محدب است و  -سطری گراف−kیک : فرض کنیم 5تعریف   { })km   ¥  یک تابعگر حافظ .

درجه  
,: k mx  → یک مسیر نامتناهی از درجهm هرگاه، برای هر  شودنامیده میkp ¥  1,2}و, , }i k K  

pروابط m   وi ip m=   نتیجه دهد( ) ie
x p  =درجه مسیر مرزی .x  با( )d x شود. مجموعه نشان داده می

)و رأس  مسیرهای مرزی با نماد , )x m m  با نماد( )x m شوند. برد مسیر مرزی نشان داده میx رأس

( ) : (0)r x x= است. اگرx   و( )n d xگاه یک مسیر مرزی ، آن( )n x  درجهاز( )d x n−    وجود دارد

)به طوری که برای هر  )p q d x n   داشته باشیم −

. ( )( , ) : ( , )n x p q x p n q n = + + 

 

 پسک - جبرهای کامیان.  1.۲

 کنیم.پسک و چند مفهوم دیگر را تعریف می - در این بخش جبر کامیان 

است. فرض کنیدیک میدان  Kموضعا محدب وو  متناهی -گراف سطری−kیک فرض کنیم  ]4[: 6تعریف      

{ : }G  

 =   یک .−پسک در جبر-خانواده کامیانA  یک تابع به صورت: ( )s G A  است که در   →

 شرایط زیر صدق کند: 

1 ){ : }0v vs   هم باشند. یک خانواده از عناصر خودتوان دو به دو عمود بر 

,( برای هر  2   )که  0 ) ( )r s =   داشته باشیم 

ss s  = ،
( )

s ss
    =

   
 ،( ) ( ) ( ) ( ),   r s s rs s s ss s s s ss          = = = = 

,( برای هر3   ,که 0 n    داشته باشیم, ( )ss s s   
 =. 

v( برای هر  4 0   و{ }kn  0¥ ‚،
n

v

v

ss s 




 

= . 

)که با  Kبا ضرایب در میدان وسیله پسک تولید شده به-جبر کامیان )KKP  شود، یک جبر  نمایش داده می

پسک- خانواده کامیان−وسیله یک  جامع تولید شده به , :s s 
   است. ویژگی جامع بودن برای جبر کامیان -

)پسک )KKP   بدین معنی است که اگرA یکK− جبر و , , : ,vT vT T
   0   یک−خانواده کامیان -

:جبر همریختی−Kگاه یک باشد، آن Aپسک در جبر  KP ( )KT A   وجود دارد به طوری که: →

( ) ,    ( ) ,  .   ( )T v v T Ts T s T s T
      = = = 

)وجود این ویژگی جامع برای )KKP   بررسی شده است.    ]3و  4[در 

}های جمعی ای از زیرگروه گوییم هرگاه مجموعه مدرج¢−kرا  Rکنیم حلقهیادآوری می } kn n
R

¢
وجود   Rدر 

nکهطوری به باشدداشته  n n nR R R +
1 2 1 2

,، برای هر  kn n 1 2 aدر این صورت، هر عضو غیرصفر.  ¢ R توان را می

صورت مجموعی متناهی و یکتا از عناصر غیرصفر به
n na R نوشت. هر زیرگروه

nR را یک جزء همگنR  از درجهn

}مجموعه  را مدرج گوییم هرگاه Rدر Iآل مدرج باشد، ایدهای حلقه Rگوییم. اگرمی : }k

nI R n ¢ یک 

   باشد. Iبندی برایدرجه 

)وشود هرگاه موروثی نامیده می 0از H: زیرمجموعه7تعریف  )r H   نتیجه دهد( )s H  زیرمجموعه .

H از0 گوییم هرگاه برایرا اشباع میv 0 وkn ¥ رابطه( )ns v H  نتیجه دهدv H  توجه کنید .

0های موروثی و اشباع درهای موروثی و اشباع تحت اشتراک بسته هستند. مجموعه همه زیرمجموعه ویژگی
Hرا با   
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به صورت زیر تعریف  HIآل ، ایده0در Hکنیم برای یک زیرمجموعه موروثی و اشباعمی یادآوریدهیم. نمایش می

 شود: می

                                  
: { : ( ) ( ) }HI span s s s s H 

 = =  

، ]3 , 4[  بنا بر
HI آل مدرج دریک ایده( )KKP  .است 

)آل در: در این مقاله منظور از ایدهتذکر )KKP آلی دوطرفه است. ، ایده 

ای گوییم هرگاه برای هررا غیردوره  است.    موضعا محدب   و متناهی  -سطری گراف−kیک    فرض کنیم :  8تعریف  
0v   یک مسیر مرزیx v     وجود داشته باشد به طوری که برای هر   داشته باشیمx x   .

در  Hای است هرگاه برای هر زیرمجموعه موروثی و اشباعطور قوی غیردوره  را به   گراف −kهمچنین
0  ،\ H  

 ای باشد. غیردوره

 

 های اول و نیم اول آلایده   .۲.۲

در   یک میدان است. Kای و طور قوی غیردورهو به متناهی موضعا محدب -گراف سطری −kیک فرض کنیم  

آل این جبر، یک  صورت هر ایدهآل اول باشد، در اینآل نیم اول در این جبر یک ایدهدهیم اگر هر ایدهاین بخش نشان می

 آل اول استایده

آل نیم اول  یک میدان است. همچنین هر ایده  Kگراف سطری متناهی موضعا محدب و −kیک   : فرض کنیم 9قضیه 

پسک تحت زیرمجموعه بودن یک   -های اول در جبر کامیانآل صورت مجموعه ایدهآل اول است. در این در این جبر یک ایده

 دهد. زنجیر تشکیل می

)پسک  -آل نیم اول در جبر کامیانفرض کنیم هر ایدهاثبات:   )KKP    های اول  آلآلی اول باشد، اما مجموعه ایدهایده

)در     Jو    Iهای اول  آلزنجیر تشکیل ندهند. پس ایده )KKP     که  وجود دارند به طوریI J    وJ Iصر  . عنا

x   وy  ترتیب در به  I\را  J   و\J I  کنیم. حال انتخاب می( )KxKP y  به را در نظر می با توجه  بنابراین  گیریم. 

بودن  ایده جبر     Jو   Iآل  )در  )KKP روابط  ،( )KxKP y I     و( )KxKP y J    بنابراین است.  برقرار 

( )KxKP y I J   ا  . امI Jآل نیم اول در یک ایده( )KKP     است. پس بنا به فرض قضیهI J  آل  یک ایده

Iبه  yیا    xاول است. بنابراین J    تعلق دارد. پسx J   یاy Iهای  آل، و این تناقض است. بنابراین مجموعه ایده

 دهند. پسک یک زنجیر تشکیل می - اول در جبر کامیان

کنیم    ]1[:  10قضیه   مجموعه    Rفرض  و  حلقه  }یک  : }lP l L    از بودن(  زیرمجموعه  تحت   ( نزولی  زنجیر  یک 

lباشد. در اینصورت  Rهای اول حلقه   آلایده L lP  آل اول از حلقه نیز یک ایدهR .است 

یک میدان است. اگر    Kای و طور قوی غیردورهگراف سطری متناهی موضعا محدب و به−kیک   : فرض کنیم  11قضیه  

آل این جبر، یک  صورت هر ایدههای اول تحت زیرمجموعه بودن تشکیل یک زنجیر دهند، در اینآلدر این جبر مجموعه ایده

)های  آلاست و بنابراین مجموعه ایدهآل اول ایده )KKP     دهند. یک زنجیر تشکیل می 

آل مدرج است. یعنی پسک، یک ایده  -در جبر کامیان  Iآل  ای است، بنابراین هر ایدهبه طور قوی غیردوره  چون  اثبات:  

HIوجود دارد که    0در   Hزیرمجموعه موروثی و اشباع   I=آل در این جبر نیم اول است، پس به .  بنابراین هر ایده



 

 

 
IGTC14.IUST.AC.IR         54 

ایده از  اشتراکی  اول مآلصورت  ایدهیهای  به فرض قضیه،  بنا  از طرفی  این جبر تشکیل یک زنجیر آلباشد.  اول در  های 

 آلی اول است.آل در این جبر ایدهآلی اول است. پس هر ایدهها ایدهآل، اشتراک این ایده10دهند. پس بنا به قضیه می

یک میدان است و    Kای و گراف سطری متناهی موضعا محدب و به طور قوی غیردوره−kیک   فرض کنیم   : 1۲نتیجه  

بنابراین  آل این جبر یک ایدهصورت هر ایدهآل اول است. در اینآل نیم اول در این جبر یک ایدههر ایده آل اول است و 

   دهند.ر یک زنجیر تشکیل میهای این جبآلمجموعه ایده
 

 

 بندی نتیجه و جمع.  ۳

در این مقاله به بررسی برخی از    یک میدان است. Kگراف سطری متناهی موضعا محدب و −kیک فرض کنیم  

)  پسک - جبر کامیانهای اول و نیم اول در آلروابط بین ایده )KKP   پردازیم. در ابتدا نشان دادیم اگر در این جبر می

پسک تحت زیرمجموعه    -های اول در جبر کامیانآلصورت مجموعه ایدهآل اول باشد، در اینآل نیم اول یک ایدههر ایده

های اول در  آلای باشد و مجموعه ایدهبه طور قوی غیردوره   دهند. سپس بررسی کردیم اگربودن یک زنجیر تشکیل می

آل اول است. با ترکیب این دو قضیه، نتیجه آل این جبر یک ایدهصورت هر ایدهاین جبر یک زنجیر تشکیل دهند، در این

ای بدون قرار دادن شرط به طور قوی غیردوره توان این قضیه راهای آتی میحاصل شد. به عنوان پیشنهاد برای پژوهش 12

 بررسی کرد.   گراف  −kبودن روی 
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